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PROLOGO

Estimada profesora, estimado profesor:

Comopartedeunaestrategiadelargoplazoparalaprofesionalizacion
docente en el campo de las matematicas, el Departamento de
Matematica Educativa del Centro de Investigacion y de Estudios
Avanzados (Cinvestav del IPN) y la Subsecretaria de Educacion
Media Superior de la SEP, disefaron un plan para elaborar estos
materiales dirigidos a las y los profesores de Matematicas del pais.
En un segundo momento, con la colaboracion de la red de egresados
de Matematica Educativa y el apoyo de la Sociedad Matematica
Mexicana, llevaremos a cabo mesas, foros, seminarios, cursos y
diplomados mediante un Plan Nacional para la Profesionalizacion
Docente en las Matematicas Escolares.

Quienes estamos interesados en el aprendizaje de las matematicas
no podemos reducir los conceptos a sus definiciones, ni limitar las
experiencias didacticas a la repeticion memoristica de algoritmos
y resultados. Aprender matematicas no puede limitarse a la mera
copia del exterior a través de resultados previamente elaborados,
o digamos que, a su duplicado; sino mas bien, es el resultado de
construcciones sucesivas cuyo objetivo es garantizar el éxito ante
una cierta situacion de aprendizaje.

Una consecuencia educativa de este principio consiste en reconocer
que tenemos todavia mucho que aprender al analizar los propios
procesos de aprendizaje de nuestros alumnos; nos debe importar,
por ejemplo, saber cémo los jovenes del bachillerato operan con
los nimeros, como entienden la pendiente de una recta, cobmo
construyeny comparten significados relativos a la nocion de funcion
o proporcionalidad, o cémo se explican a si mismos nociones de
azar. Esta vision rompe con el esquema clasico de ensefianza segun
el cual, el maestro ensefa y el alumno aprende. Estos textos se
disefaron para ayudar al docente a explorar y usarlos para una
ensefanza renovada aprovechando las formas naturales en que los
estudiantes razonan sobre matematicas y sobre lo que aporta a
este respecto la investigacién en matematica educativa.
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El papel del profesor en esta perspectiva es mucho mas activo y
propositivo, pues sobre él o ella recae mas la responsabilidad del
disefio y coordinacion de las situaciones de aprendizaje. Actualmente
se considera al profesor como un profesional reflexivo, que decide,
disefia, aplica y experimenta estrategias de accién para lograr el
aprendizaje de sus alumnos. De manera que aprender matematicas
no se reduce a recordar férmulas, teoremas o definiciones para
resolver problemas mediante la imitacién de las explicaciones del
profesor en clase o con apego a los métodos ilustrados en los textos
escolares.

Los resultados de las pruebas nacionales de corte masivo, utilizadas
con fines de investigacion, permitirian saber cuales conceptos y
procesos requieren todavia adaptaciones progresivas con el fin de
mejorar su aprendizaje. Si bien los Gltimos resultados de las pruebas
de logro académico estandarizadas muestran un incremento en el
porcentaje de la poblacion estudiantil con resultados satisfactorios
y un decremento en el complemento, aun falta mejorar la atencion
en algunas tematicas particulares.

Gracias a la labor que lleva a cabo el Departamento de Matematica
Educativa del Cinvestav, a través de sus profesores, egresados e
investigadores en formacion, sabemos cuales asuntos, de naturaleza
transversal, resultan fundamentales para el aprendizaje de las
matematicas y de las ciencias, como puede ser el desarrollo
del pensamiento y lenguaje variacional, la constitucion de un lenguaje
graficoparalasfunciones, eldesarrollo del pensamiento trigonométrico,
el pensamiento proporcional y el pensamiento estadistico. Estos
asuntos siguen siendo un reto de la mayor importancia para mejorar
los aprendizajes entre los estudiantes del bachillerato mexicano.

Por esta razoén, los cinco volimenes de esta coleccién fueron
pensados para el docente de matematicas. Su lectura, analisis y
discusion permitiramejorarlos procesos de aprendizaje matematico.
Los titulos de los folletos de la serie son los siguientes:

Vol. 1 - Lenguaje grdfico de funciones. Elementos de precalculo
- Rosa Maria Farfan Marquez

Vol. 2 - Desarrollo del pensamiento trigonométrico
- Gisela Montiel Espinosa

Vol. 3 - Desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional
- Ricardo Cantoral Uriza
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Vol. 4 - La transversalidad de la proporcionalidad
- Daniela Reyes Gasperini

Vol. 5 - Elementos de estadistica y su diddctica a nivel bachillerato
- Ernesto Sanchez Sanchez

Segun la profesora Régine Douady, saber matemadticas precisa de
dos aspectos. Por un lado, se refiere a la disponibilidad funcional
de nociones y teoremas matematicos para enfrentar problemas e
interpretar nuevas situaciones. En este proceso, dichas nociones
y teoremas tienen un estatus de herramienta, en tanto que sirven
para que alguien actle sobre un problema en determinado contexto.
Por otra parte, también significa identificar a las nociones y a los
teoremas como parte de un cuerpo de conocimientos reconocidos
socialmente. Es ahi que se formulan definiciones, se establecen
relaciones entre nociones mediante teoremas y se prueban las
conjeturas adquiriendo entonces el estatus de objeto. Al adquirir
ese estatus, estan descontextualizados y despersonalizados para
permitir su aprendizaje. Este proceso de descontextualizacion y
de despersonalizacion participa del proceso de apropiacion del
conocimiento. Por su parte, para un profesor ensefnar se refiere a
la creacion de las condiciones que produciran la apropiacion del
conocimiento por parte de los estudiantes. Para éstos, aprender
significainvolucrarse en una actividad intelectual cuya consecuencia
final sea la disponibilidad de un conocimiento con su doble estatus
de herramienta y de objeto. Para que haya aprendizaje y ensefianza,
es necesario que el conocimiento sea un objeto importante, casi
esencial, de la interaccion entre el profesor y sus alumnos.

Esta es pues la primera de una serie de iniciativas coordinadas
para la mejora de la educacion en el campo de las matematicas del
bachillerato. No me resta mas que animarles a estudiar y discutir los
materiales que ahora tienen en sus manos, el camino es largo, pero
iremos juntos ...

Dr. Ricardo Cantoral Uriza
Jefe del Departamento de

Matematica Educativa — Cinvestav












INTRODUCCION

La funcion docente, en un sentido general, suele ser cuestionada
por distintos sectores de la sociedad contemporanea. Es usual, por
ejemplo, que se ponga en duda el desempefio de los docentes desde
ambitos sociales diversos: la familia, la prensa y otros espacios
profesionales. Nosotros, quienes nos ocupamos de la investigacion
educativa en el campo de las Matematicas sostenemos, en cambio,
una postura distinta: partimos del reconocimiento de la figura
docente como intelectual profesional que se ocupa seriamente de
la formacion académica, ética y ciudadana de la juventud.

El profesional de la docencia al nivel del bachillerato se ocupa de
mejorar sistematicamente los procesos educativos que le competen.
Muy en particular, analiza literatura relevante, participa en eventos
académicos, escucha la voz de sus alumnos y colegas, y estudia
sistematicamente las formas de mejorar su practica. Digamos que
se empodera en el sentido de tomar bajo su control los procesos
educativos a su alcance y asi transformar su realidad.

El creciente interés por la profesionalizacion docente en el campo
de las Matematicas y las ciencias y su repercusion en distintos
regiones del orbe puede ser constatado por la gran diversidad de
publicaciones, articulos, libros y reportes. Algunos de los mas
conocidos en nuestro campo son los siguientes: Ball, Thames y
Phelps, 2008; Cantoral y Reyes-Gasperini, 2012; Contreras, Carrillo,
Zakaryan, MunozCatalan y Climent, 2012; Da Ponte, Quaresma y
Branco, 2012; Gellert, Becerra y Chapman, 2013; Llinares, Valls y
Roig, 2008; Reyes-Gasperini, 2011; Rivas, Godino y Castro, 2012.

Las investigaciones en dicha tematica se sustentan, normalmente,
en reflexiones que bien podriamos denominar “clasicas” de la
Gltima década, veamos una lista de los enfoques principales, unos
prescriptivos, otros normativos y unos mas descriptivos:
estudios sobre concepciones, creencias de los docentes,
- estudios relativos a la formacion continua o a la profesionalizacion
docente,

- sobre el contenido pedagdgico del conocimiento,
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- el contenido del conocimiento para la ensefianza,

- sobre las practicas de los docentes a través del analisis de
tareas propuestas,

- el tipo de discurso en el aula,

los roles asumidos por los docentes y estudiantes en la
relacion didactica,

- los conocimientos teoricos y practicos que deben tener los
docentes...

Es decir, existe una fuerte centracion en los procesos didactico—
pedagogicos, sin que ello implique una “problematizacion del saber
matematico escolar en juego”, es decir, no encontramos en estos
estudios que se trate al saber matematico como variable: “hacer
del saber un problema”, un objeto de analisis didactico, localizando
y analizando su uso y su razén de ser. Esto Gltimo, consideramos
se ubica en el nlcleo de la accién didactica para la transformacion
educativa. Le llamaremos el “estudio de la naturaleza ontoldgica
y epistemolégica del saber matematico ensefiando”. Nuestra
contribucion reside especificamente sobre este particular asunto:
trabajar a la profesionalizacion docente desde la problematizacion
del saber (matematico en nuestro caso).

Para ello, acudimos a un enfoque tedrico que permite investigar
en la educacion y no desde la educacion, un enfoque que permite
intervenir a partir de la accion didactica. Esto lo haremos desde la
Teoria Socioepistemoldgica (Cantoral, 2013) con la que afirmamos,
acontracorriente de lo que suele creerse, que es en el propio discurso
matemadtico escolar donde radica el mayor causal de conflicto para
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la escuela
contemporanea.

En este sentido, trataremos primeramente algunas caracteristicas
de dicho discurso. La matematica escolar, producto de un complejo
proceso de trasposicion que lleva el saber especializado al sitio didactico
(Chevallard, 1999), transforma al saber sabio y lo reorganiza en
saber ensefable; es decir, el saber matematico sufre modificaciones
adaptativas progresivas a fin de tematizar: seleccionar, organizar y
estructurar los conocimientos matematicos que seran incluidos en
unidades de contenido escolar.

Por otra parte, es ampliamente conocido que la manera de abordar
a las matematicas en la escuela suele organizarse mediante una
particular centracién en los objetos matematicos (reificados),
concebidos como entidades abstractas ejemplificadas y ejercitadas
en el aula; eludiendo en dicho tratamiento didactico los procesos
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constructivos necesarios paradominarlastécnicasy procedimientos
matematicos por parte del alumno; esto es, se cree que las
matematicas tratan con objetos abstractos, anteriores por tanto
a la praxis social y en consecuencia externas al individuo, siendo el
profesor quien comunica “verdades preexistentes” a sus alumnos,
normado por el discurso Matematico Escolar. Por tanto, la ausencia
de experiencias constructivas de tipo social hace del conocimiento
matematico inasequible para los alumnos.

De este modo, como el saber ensefado es producto de la
transposicion didactica y por tanto ha sufrido transformaciones,
la Teoria Socioepistemoldgica permite proponer modificaciones
al nivel estructura que logren aprendizajes entre los estudiantes,
mediante la construccién social del conocimiento matematico.
Todo ello permite replantear un viejo problema educativo: qué se
aprende, quién lo aprende, cuando lo aprende, como lo aprende y
donde lo aprende.

Ahora bien, ante el planteamiento sefalado de una nueva mirada
de las matematicas escolares que toma en cuenta a los procesos de
construccion social del conocimiento matematico, nos preguntamos
y les preguntamos: ;como repercute esto entre los docentes en fase
de profesionalizacion? ;Qué rol se deja jugar al saber matematico en
esta experiencia formativa?

Mientras que en los enfoques clasicos se cuestionan cuanto y cual
es el tipo de conocimiento necesario del profesor para la ensefanza,
cuales son las mejores estrategias didacticas para llevar al aula y
hacer mas accesible un saber matematico, en este enfoque se
cuestiona sistematicamente sobre jcual es el proceso que debe
vivir el saber matematico para lograr aprendizajes centrados en
practicas sociales?, es decir, no sélo en objetos abstractos ajenos ala
realidad del alumno. ;Qué proceso debe vivir el docente en colectivo
para lograr una adecuada apropiacion del saber matematico escolar
que le permita “hacerse duefio del saber que ensena y de su propia
practica”?

Desde la Teoria Socioepistemolégica (Cantoral, 2011, 2013) atendemos
aesta problematica afirmando que es indispensable el empoderamiento
docente para “hacerse duefio de su propia practica”, ello se alcanzara
mediante la problematizacion del saber matematico escolar y asi
promover un cambio significativo en la practica docente y una mejora
en la educacién y los procesos didacticos asociados en el campo de las
matematicas.












1. EL CASO DE
LA PROPORCIONALIDAD

Entremos de lleno en una tematica escolar de mayor importancia
para la vida cotidiana de todo ciudadano: la proporcionalidad. Es
un tema que recorre desde la educaciéon basica y llega hasta la
educacion superior bajo modalidades interesantes en las ciencias
y las técnicas. Los lectores coincidiran con la frase “la regla de
tres simple sirve para encontrar el cuarto faltante”, pero también
acordaran connosotros que esta frasereduce y simplificala profunda
idea de la proporcionalidad, puesto que el pensamiento proporcional
excede a la simple utilizacion del algoritmo descrito. En los parrafos
gue a continuacion siguen se reflexionara ampliamente sobre los
fundamentos de la proporcionalidad y sobre todo, sobre sus usos.
Asumimos que esta labor es fundamental para la profesionalizacion
docente y permitira encarar de mejor manera los retos educativos
contemporaneos del bachillerato mexicano.

La proporcionalidad, en tanto conocimiento matematico escolar,
ha sido tema de estudio para la investigacion cientifica de corte
educativa por mas de cuatro décadas. Las primeras investigaciones
versaron sobre el examen de las dificultades que exhiben los
estudiantes al resolver enunciados o problemas que involucren al
razonamiento proporcional, muchos de estos estudios utilizaron
fundamentos o aspectos cognitivos. Posteriormente, lainvestigacion
se orientd hacia los estudios de tipificacion de estrategias ante
dichas tareas: se clasificaban las posibles respuestas, las dificultades
o errores mostrados por los estudiantes ante ciertas tareas o justo
al momento de intentar resolver o trabajar una situacion problema.

Actualmente, gracias a esas investigaciones fundacionales, se esta
orientando la busqueda hacia cdmo estos resultados pueden ayudar
en el proceso de profesionalizacion docente y en la elaboracion de
nuevas orientaciones curriculares. Los programas formativos de
la actualidad han dado un papel central a la proporcionalidad, la
consideran un hilo conductor para algunos cursos de Matematicas
y Ciencias, ya que este concepto se aborda desde la vida cotidiana y
se prolonga hacia la Aritmética, el Algebra, la Geometria y la
Probabilidad... y el Analisis Matematico. Argumentan, por tanto, que
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la riqueza del concepto de proporcionalidad permite mostrar a las
Matematicas como un todo articulado.

Portanto,enestelibro,habremosde cuestionaralavez que construir,
a través de sus distintos apartados. Localizaremos aquellas ideas
que por su capacidad generativa llamaremos las ideas germinales
de la proporcionalidad. Estas se obtienen después de un fino proceso
de andlisis tedrico que problematiza el saber, nos permite localizar
y analizar usos y razén de ser del saber matematico involucrado, la
proporcionalidad en nuestro caso.









2. SOBRE EL APRENDIZAJE DE LA
PROPORCIONALIDAD

La proporcionalidad juega un rol formativo y transversal en la
construccion del pensamiento matematico de los estudiantes y de
los ciudadanos en un sentido amplio. Este hecho amerita comenzar
con una clara diferenciacion entre nociones:

fraccién, razoén, proporcion y proporcionalidad,
pues si bien son todas ellas afines, su significacion y esencia tiene

diferencias significativas entre si, y su distincion permitira "un
acercamiento" los usos y la razén de ser de la proporcionalidad.

Desde su desarrollo matematico mas temprano, los estudiantes
trabajan con fracciones para expresar una cantidad (numerador)
dividida entre otra cantidad (denominador). Ambos, numerador
y denominador, deben ser inevitablemente nimeros enteros y el
denominador nunca habra de ser cero, esto es formalmente escrito
como sigue:

E;Ol,b €Z;b+0.

b
Si bien las fracciones son cocientes de numeros enteros, la “idea
germen” proviene de las relaciones parte —parte y parte— todo. Es
decir, al trabajar con fracciones se esta trabajando con magnitudes
conmensurables, pues pueden interpretarse como partes de una
magnitud. Ahora bien, nos preguntamos ;como es que surgi6 la
necesidad de tratar con magnitudes no conmensurables?

Veamos esto mediante un ejemplo partiendo de la definicion de
conmensurabilidad.

Definicion 1
Una magnitud es parte de otra magnitud, la menor de la mayor,
cuandoaquellamidealamayor.Equivalentemente,dos magnitudes
son conmensurables si existe una magnitud de medida comun.
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Ejemplo 1

Dos magnitudes lineales, AB y CD son conmensurables si existe
una magnitud, MN, que les sirve de unidad a ambas, es decir
existen nimeros naturales p, q tales que:

AB=pXMNYyCD =qgXMN.

Se dice que una es tantas veces la otra. Por tanto, se puede
establecer una proporcion

AB:CD ::p:q

Veamos esto al nivel de un teorema:

Teorema 1

La diagonal y el lado de un cuadrado son magnitudes
inconmensurables.

Demostracion.

Sea el cuadrado O ABCD, con lado AB y diagonal AC. Para probar que
diagonal y lado no tienen una unidad de medida comun, se hara la
demostracion por contradiccion.

A B

Figura 1. Demostracion teorema 1.

Supongamos que existe MN, unidad de medida para ambas
magnitudes, ABy AC, por tanto existen nimeros naturales P Y ¢
talesque AB =p X MN y AC = q X MN.

De lo cual se sigue,

C:AB :: q:p
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AC
Por el teorema de Pitagoras AC? = 2 x AB? por tanto ,; = V2, es
:—) = V2, lo que es una contradiccion con la irracionalidad de V2.

Ahora bien, si no existe una medida comun, ;como se pueden
medir estas magnitudes? El problema de medir, fue sustituido
en la teoria geométrica euclidiana por el problema de comparar.
Este es el posicionamiento fundamental que dio origen a la teoria
de las proporciones entre magnitudes. (Ver Euclides, 1991;
Guacaneme, 2012)

Este hecho provocé unanecesidad, ladeintroducirlanociéonde razon,
pues esta es la relacién entre dos magnitudes: su comparacion. De
esta manera podemos afirmar que la razén entre la longitud del

lado de un cuadrado y la longitud de su diagonal es V2, pues no
hablamos de una division como en el caso de las fracciones?, sino
de una relacion entre las magnitudes implicadas. Lo mismo ocurre
en el caso de la relacion entre la longitud de la circunferencia y su
diametro, siendo esta relacion la constante conocida como .

Dado que la razon refiere a la relacion entre dos magnitudes, asi es
como puede existir el caso, por ejemplo, de que en un conjunto de
personas la cantidad de mujeres respecto a la de hombres sea de 9
a 1, 9:1 (por cada nueve mujeres hay un hombre), o bien, puede ser
9:9, lo que afirma que en ese grupo de personas hay nueve mujeres
y nueve hombres, o bien podria ser 9:0, lo cual afirmaria que sélo
habia mujeres en ese grupo. Esto, si se viera como una fraccién no
seria valida pues el denominador es cero, sin embargo, dado que
es una razén que expresa la relacion entre dos magnitudes, si es
posible.

Al igual que en los casos anteriores, esta situacion también se
expresa en el tratamiento de otra constante famosa, larazén aurea,

que es expresada como ¢ = %g y que representa a la relacion entre
dos segmentos de una recta que forman la siguiente proporcion:

“la longitud total a + b es al segmento mas largo a, como a es al
segmento mas corto b, esdecira+b:a:a:b”

L En donde la divisién de dos nGmeros racioneales también es un ndmero racional
por ser el conjunto cerrado para las cuatro operaciones.



24 LA TRANSVERSALIDAD
DE LA PROPORCIONALIDAD

Y

a+hb
Figura 2. Representacion de segmentos de recta para construir la razén aurea.

Hasta aqui, podemos evidenciar tres diferencias importantes entre
las nociones de fraccion y de razén. Las dos primeras concernientes
arestricciones numéricas y de notacion: en primer lugar, las razones
al ser una relacion entre dos magnitudes no tienen la restriccion de
ser la divisién entre dos nimeros enteros (ver el caso del numerador
de la razon aurea en donde uno el numerador es un numero
irracional) que da como resultado un nimero racional (ver el caso
de la circunferencia en donde la relacion entre longitud y diametro
es un numero irracional). En segundo lugar, al no tratarse de una
division entre dos numeros, no es necesaria la restriccion realizada
sobre el “denominador”, pues la razén no es una fraccion (ver el caso
de larelacion entre hombres y mujeres de un conjunto de personas).
La tercera y para nosotros la mas relevante, es la esencia por la
cual se han desarrollado ambos conceptos matematicos: la fraccién
es la expresion de una cantidad (numerador) dividida entre otra
cantidad (denominador) que representa la relacion parte—parte
o parte—todo de un conjunto, mientras que la razén surge ante la
imposibilidad de medir todas las magnitudes (surge la idea de la
inconmensurabilidad).

Se desarrolla entonces la idea de relacion entre magnitudes, por
tanto, la notacion introducida en la matematica escolar para
referirse a la razén como una fraccion sin las argumentaciones
contextualizadas correspondientes a su construccion, produce
entre la mayoria de los estudiantes una ausencia de significacion, en
consecuencia, una falta de comprension del concepto matematico
y los procesos asociados, por tanto se produce una reduccion del
aprendizaje al nivel del desarrollo de habilidades basicas, como el
manejo de algoritmos sin significado para los estudiantes. Es decir,
el propio discurso Matemadtico Escolar impide el aprendizaje de los
estudiantes, o lo limita a la algoritmia y la memoria.

Si bien, a medida que se progrese en el desarrollo del pensamiento
matematico entre los estudiantes, se comenzara también a
simplificar procedimientos y las argumentaciones, sigue siendo
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necesario, en nuestra opinion, el introducir dichos saberes a partir
de situaciones mas vivenciales que les permitan tratar las diferentes
argumentaciones posibles, asi como sus usos y la razén de ser de
dicho saber. Un ejemplo de los rituales didacticos no significativos
que consideramos equivalente es aquello que ocurre con las
situaciones de “despeje de la x”, ahi aparecen frases del tipo “lo
que esta sumando pasa restando”, soslayando la nocion de la Ley
Uniforme? y generando en los estudiantes una sensacion de magia
matematica, mas que estructura y argumentaciéon matematica.

Ahora bien, la nocion de proporcion, como hemos ejemplifica-
do anteriormente, aparece cuando se trabaja con dos pares de
relaciones numéricas que se corresponden, de donde devienen
las propiedades de las proporciones, por ejemplo, la igualdad del
producto cruzado delos numeradoresy denominadores (expresados
como fracciones), o bien, cualquier “reacomodacion” posible de la

igualdad planteada =~

Por ultimo, se llaman proporcionales a las magnitudes que guardan
la mismarazon, es decir, no se habla de laigualdad entre dos razones
(idea aritmética), sino que se esta hablando de la relacion que se
mantiene constante entre dos magnitudes (idea variacional). Sobre
la proporcionalidad, como se dijo al comienzo de este escrito, existe
un gran bagaje de investigaciones.

Las investigaciones fundamentales de Piaget e Inhelder (1977),
enunciaron que la nocién de proporcionalidad se inicia siempre,
inevitablemente, de una forma cualitativa y logica, antes de
estructurarse cuantitativamente. En este paso de lo coloquial a
lo simbdlico es donde los estudiantes empiezan a cuantificar y
a enfrentarse con la construccion de “lo matematico”, pudiendo
considerarse un medio para construir un significado de “lo
proporcional”. Para mayores detalles remitimos al lector a Cantoral
y Reyes-Gasperini (2012); Reyes-Gasperini y Cantoral (2011).

Ambos investigadores, Inhelder y Piaget (1972) realizaron estudios
experimentales con nifios a fin de comprender como es que se
desarrolla el pensamiento de lo proporcional, utilizando, entre otros
ejemplos, una muy interesante situacion respecto al equilibrio de la

2 Sj a los dos miembros de una ecuacién se les suma o resta un mismo nimero o
una misma expresion algebraica, la ecuacién que resulta es euivalente a la dada. Si
se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacién por un mismo numero,

distinto de cero, la ecuacion resultante es equivalente a la dada.
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balanza. Su objetivo fue el de estudiar como se elabora el esquema
de proporcionalidad en relaciéon con el problema del equilibrio.
Sus conclusiones en cuanto al esquema de la proporcionalidad
enuncian lo siguiente:

Conviene recordar en primer lugar que en todos los dominios y no
sélo en el caso de nuestras actuales experiencias, la comprension
de las proporciones no aparece antes del nivel lll A. Se observa
a menudo en los sujetos del subestadio Il B la bisqueda de
una misma relacion en el interior de dos relaciones que se
comparan entre si, pero se concibe que la naturaleza de la
relacion es aditiva: en vez de la proporcién P/P'= L7/L, se tiene
entonces una igualdad de diferencias P — P* = L’- L. La formacién
de la idea de proporcionalidad supone pues que en primer lugar, se
sustituyan las simples relaciones de diferencia por la nocién de
la igualdad de productos PL = P’L’". Sin embargo importa ademds
sefalar que este pasaje de la diferencia al producto pocas veces
se realiza de entrada bajo una formacién métrica: por lo general
la cuantificacién numérica de la proporcion se halla precedida por
un esquema cualitativo fundado en la nocién de producto légico,
vale decir, por la idea de que dos factores que acttan juntos
equivalen a la accién de otros dos factores reunidos. (Inhelder y
Piaget, 1972, p. 152, las negritas son nuestras)

Los colegas Godino y Batanero (2002), enuncian respecto a uno de
los modelos del pensamiento proporcional, denominado modelo
aditivo, que si bien este tipo de estrategias son Utiles para enfrentar
con éxito ciertos problemas mas sencillos, no son validos en el caso
general. Ejemplifiquemos esta situacion mediante lo siguiente:

Kilos de tortilla Precio
1 14
+§?
1.5 21 +14
2 28
3 42 +14

Es posible decir que si un kilo de tortillas vale $14, dos kilos de
tortillas valdran $28, tres kilos valdran $42 y podria asegurarse que,
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dado que se suma de manera constante $14, esa es la constante
de proporcionalidad. Sin embargo, si preguntaramos el valor de
un kilo y medio de tortillas, ya no podriamos decir que se suma
constantemente $14.

Se puede interpretar, bajo este ejemplo, la delimitacién que provoca
el modelo aditivo de la proporcionalidad. En este caso, se precisaria
avanzar con el tipo de argumentaciones para justificar la existencia
de una constante de proporcionalidad, pues la suma reiterada de un
valor correspondera a la constante de proporcionalidad siempre que
el dominio sea de nUmeros enteros. Sugerimos que esto lo discutan
en pequefos grupos y con sus estudiantes.

Porsuparte,Carretero(1989)distingue dostiposde estructurasespeciales.
Por un lado, aquellas que presentan una relacion dada entre magnitudes
homogéneas a las que denomina modelo multiplicativo escalar; y por el
otro, aquellas que presentan unarelacion entre magnitudes heterogéneas,
denominada modelo muiltiplicativo funcional. Posteriormente Lamon
(1993; 1999) realiza también una distincion como estrategias de los
estudiantes para hallar el valor faltante de una proporcién. El los denomina
modelo inter (correspondiente al modelo multiplicativo escalar) y modelo
intra (correspondiente al modelo multiplicativo funcional). El trabajo con
los diferentes tipos de estructuras multiplicativas entorno alaadquisicion
de la nocion de la proporcionalidad, le permiti6é concluir a Carretero
que “la division es, evidentemente una operacion mas dificil que la
multiplicacion, a pesar de la estructura multiplicativa que subyace”
(Carretero, 1989, p. 95). De esto concluimos que el modelo aditivo
precede al modelo multiplicativo escalar, el cual, es menos complejo
que el modelo multiplicativo funcional.

Estructura 1 Estructura 2
M1 M2 M1 ‘ M2
1 a
D x5 1 :(> a
b z
0 bienD +5

(& operador escalar) b

— gl — Dl

(& operador funcion)

Figura 3: Isomorfismo de medidas o estructura simple. (Carretero, 1989, pp.86-87)
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Siguiendo el ejemplo de las tortillas, estos modelos podrian
interpretarse de la siguiente manera:

Kilos de tortilla Precio
1|14 X2
x1.5L x1.5
x2 15|21
2 |28 X2
X2 3 |42

Figura 4. Modelo multiplicativo escalonar o inter.

Kilo de tortillas Precio
=\
14 1 < 14
ﬂ\
14 15 < 21
14 h 2 &\ 28
]
|
14 ﬁ 3 f;\ 42
|

Figura 5. Modelo multiplicativo funcional o intra.

Elinvestigador francés, Gerard Vergnaud (1990) desarroll6 la teoria de los
campos conceptuales, teorfa muy influyente en el mundo de la didactica
de las matematicas. El inici6 considerandolos como un conjunto
de situaciones, las cuales se puedan “analizar como una combinacién de
tareas de las que es importante conocer su naturalezay la dificultad
propia” (Vergnaud, 1990, p. 140). Respecto a la proporcionalidad,
compara los campos conceptuales de las estructuras aditivas
(aquellas que precisan una adicion, sustraccién o combinacion de
ellas) y las estructuras multiplicativas (aquellas que requieren una
multiplicacién, division o combinacion de ellas).

Esto le permite generar una clasificacion y analisis de las tareas



LA TRANSVERSALIDAD 29
DE LA PROPORCIONALIDAD

cognitivas y en los procedimientos que potencialmente son puestos
en juego en cada una de ellas. Reconoce en sus conclusiones que
el andlisis de las estructuras multiplicativas es profundamente
diferente de las estructuras aditivas.

A partir del analisis cognitivo que hemos desarrollado, se han podido
sintetizar los modelos de pensamiento proporcional en el esquema
que se muestra en la figura 6, el cual sirve como herramienta de
analisis ante la tarea de interpretar las respuestas de los estudiantes
ante ciertas tareas. Esto es asi, en virtud de que cada uno de
estos modelos encierra una estrategia especifica de pensamiento
matematico.

Modelo cualitativo

“a mas-mas... a menos-menos”
“cuanto mayor es la distancia, menor debe ser
el peso” (Inhelder & Piaget, 1972, p.152)

Modelo Aditivo simple Modelo Aditivo compuesto
+1 X, Y, +k + @ X, Y, §+
+1 O XL Y,k CA 4k _Q X, A 9_ Modelo Intra
X +2 y +k+k - XX, Yty -
+k
dN
X A
xk
Modelo Multiplicativo Modelo Inter y y
2 2
X, kx, xa AR = @ ViR xa
% kx, xB X %)+ Y. ) xB
X, kx3 X, v,

Figura 6. Modelos del pensamiento proporcional. (Reyes-Gasperini, 2011)
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Estos tipos de pensamientos permiten interpretar e intervenir
didacticamente en su momento, sobre las respuestas que
produzcan los estudiantes y tomar las riendas de las situaciones
a fin de generar discusiones pertinentes que lleven a la idea de la
proporcionalidad sustentada como la relacion que se mantiene
constante entre dos magnitudes. Es importante aclarar que este
hecho permitiraalos estudiantes transitar el proceso de significacion
de la proporcionalidad, no porque el modelo intra sea "el mejor”,
sino porque es una manera de acercarse a la proporcionalidad que
soslaya el discurso Matematico Escolar. Este es todavia un reto
didactico. ;Como llevar estos resultados a nuestras propias aulas?

Si bien en este apartado se ha colocado un ejemplo que podria
considerarse sencillo para los estudiantes, sabemos que en verdad
esto no es asi. Permitird que afloren las “dudas y certezas del
entendimiento” de nuestros estudiantes. Los docentes podrian
complicar la tarea si les resulta interesante, podrian extender sus
disefios didacticos hacia otras tematicas: los casos de la posicion
de un movil que se desplaza en linea recta con velocidad constante,
la elasticidad de los resortes y su relacion con la Ley de Hooke, las
razones trigonométricas en la vida cotidiana, o el estudio de las
probabilidades clasicas, o la regla de U'Hopital y el analisis local de
las curvas, entre otras.









3. ACTIVIDADES
PARA DISCUTIR

Actividad: ;jProporcionalidad directa o inversa?

Comenzaremos con un ejemplo puramente matematico, pero con
una intencionalidad didactica...

Actividad 1 ;Por qué? y
f(x
a) Aladerecha se presenta la grafica de la funcion f, ¢ f(x) )
representa a una funcién proporcional inversa o directa?
Justifica ampliamente tu respuesta:

b) ¢Qué estrategias usaste para responder y justificar?

Figura 7. ;Proporcionalidad directa o inversa?

OBSERVACION: Antes de continuar leyendo, les proponemos respondan
a cada una de las preguntas planteadas en su cuaderno y que, si
les es posible, produzcan un debate con sus colegas mas cercanos.
Analicen por qué unos contestan una cosa y otros, otra.

En diversas experiencias anteriores, hemos comprobado que mas
de la mitad de los individuos participantes (estudiantes y docentes)
contestan que la grafica representa una funcién de proporcionalidad
inversa y lo sustentan con diversas argumentaciones, una de las
mas socorridas es la siguiente: “porque a medida que aumenta la x,
disminuyela y”.

Como se puede observar a partir de algunas de las respuestas
obtenidas, aunque en una de ellas figure la relacion “y=—x", es
mas fuerte en su razonamiento la regla establecida a partir del
pensamiento cualitativo, “a mas, mas” o “a menos, menos”.
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Figura 8. Ejemplos de argumentaciones de los profesores.

Esta respuesta corresponde a un analisis del tipo cualitativo ante la
situacion propuesta, sinembargo, larespuesta matematicamente es
errénea, pues la grafica representa una funcion de proporcionalidad
directa... ;si? Daremos ahora diversas argumentaciones posibles al
respecto:
- Respuesta relativa a la representacion grafica: es una recta
que pasa por el origen.
- Respuesta relativa a la expresion algebraica: dado que es
una recta que pasa por el origen su expresion es del tipo
y = mx + b; en donde b=0 y por tanto, y=mx.

- Diversas argumentaciones graficas con base en los modelos
del pensamiento proporcional:

Ay
Modelo Aditivo simple
+1 X, A +k fx+1) =y +k
+1 x1+1 y2+k +k k
X, +2 y +k+k k v |y
N
T T 7
1% x#l X
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Modelo Multiplicativo

35

f(x) =kx,

Modelo Inter

[

X
xa AKX = a YR\ xa
B X %)+ g ) xp
X3

7Y Y,

f(x)=y,
f(3x,) = 3f(x,) =3y,
f(cx) =cf(x)

Yy

71/2IX2 X

A 3y,

Ahora bien, una precision es necesaria. El tltimo de los modelos,
que radica en la idea de la razén entre las magnitudes, resulta ser
evidente si se estudia a través de procesos variacionales, en vez de
ser vistos como una relacion aritmética entre dos valores.

Analicemos por qué. Enla grafica no se puede observar —al menos a simple
vista— la relacion entre las magnitudes, pues esto es mas conceptual. Sin
embargo, es sabido que en las funciones de proporcionalidad directa,

funciones del tipo y =kx, la constante de

proporcionalidad k
representa matematicamente a su pendiente, pues k =

Vo= V1
X2 — X3
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Modelo Intra
X,
A :
X, Y, y 2
A\ ! v, !

xk y, Y2

) 4

X Y, X

Es por esto que en las funciones lineales, funciones cuya expresion
algebraica tiene el tipo y = mx + b, el invariante o constante (su

Y2—Y1
X2—X1

pendiente) es m = que es también llamada razén de cambio. La

pendiente, como nocién geométrica, hace referencia a una medida
de la inclinacion de la recta, mientras que la razén de cambio hace
referencia a la variacion de una variable respecto de otra entre dos
puntos particulares. Esta sutileza, que sélo la problematizacion del
saber hace emerger, puede ser la base de un redisefio del discurso
escolar.

Dada la grafica y los datos correspondientes, resultara sencillo

30
20 33

10

-6 -4 -2 -5 0 2 4 6

15 -1.5

-30

Figura 9. Razén de cambio.
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encontrar la expresion algebraica para dicha funcion:

17.5-0 75-(-=15) 75 —-5-0
T 35-0 -15-(=3) 15 -1-0
La razén de cambio es constante, pues en todos los casos vale 5

Silarectarepresentara el desplazamiento lineal de un mévil, como
una funcion del tiempo, digamos la de un vehiculo, podriamos
asegurar que éste se mueve con velocidad constante, pues se
mantiene invariante la relacion del cociente A—? entre el incremento
en y y el incremento en x. Lo cual significa que el desplazamiento
(representado por Ay) es directamente proporcional al intervalo de
tiempo o periodo (representado por Ax). Por este motivo, su razon
mantendra un valor constante: la razon de cambio es constante y
se calcula asi:m = 2 = 22

Xp_Xq
En el programa del ciclo escolar de la secundaria, se presenta lo
siguiente:

Razonamiento proporcional
El razonamiento proporcional en las matematicas

La nocién de razdn surge al comparar dos nimeros o magnitudes
a través de su cociente, mientras que las proporciones resultan
de comparar los valores de dos listas de nimeros o cantidades
variables para ver si guardan siempre la misma razén entre si.
Si llamamos a y b a dos cantidades, su razon esta dada por el

cociente:
a

b
Y si denotamos por x los valores que puede tomar una cantidad
variable y por y los valores correspondientes de la otra, decir que
x e y son proporcionales significa que las dos cantidades estan
relacionadas por una expresién como la siguiente:

2=k donde k es la constante.
A pesar del aspecto tan sencillo de las férmulas anteriores, las

nociones de proporcionalidad y sus consecuencias son centrales
en todas las matematicas. (SEP, 2004, p. 88)

Al respecto nosotros nos preguntamos, scuan sencillas seran para el
estudiante estas formulas? Pues, demos el ejemplo de la siguiente tabla
de valores, con valores sencillos, y “apliquemos” la férmula planteada:



38 LA TRANSVERSALIDAD
DE LA PROPORCIONALIDAD

Yy
k=2
X y X
4
=2, 4 — =2
=7
1 2 2 =-=2
-1
0
0 0 —=;7?
0 (4
6 12 2_
~=

El hecho de que esa formula pueda ser aplicada es que subyace en
ella un proceso variacional, por este motivo, es que conjeturamos
que este tipo de pensamiento resulta ser evidente si se estudia
a través de la idea de un proceso variacional mas que como una
relacion aritmética entre dos valores, pues para decir que en el caso

0 , - .
de 0 la constante es —2, deberiamos utilizar argumentaciones que

podriamos construir, teniendo en cuenta la organizacion del Sistema
Educativo, durante el bachillerato, pues es en este momento cuando
se estudia el calculo:

Dada f(x) =ax, siendo en nuestro caso particular a=-2, y
considerando x = 0,

o _ o SO+ R+ £(0)
PO = fim =
o f()+0
£ =

—2h+0

f(0) = lim——
£(0) = lim(-2)

£7(0) = =2

Entonces, la derivada de f en cero es la constante negativa -2,

f0)==2,
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De aqui que conjeturamos que cuando estamos trabajando con
las funciones proporcionales dentro del Calculo matematico, ya no
se estan comparando magnitudes inconmensurables de donde ha
surgido la idea de proporcionalidad y el desarrollo del pensamiento
proporcional, sino que éste se articula con un pensamiento variacional.
Por tanto, el desarrollo del pensamiento proporcional amerita
instancias previas a su articulacién con el pensamiento variacional,
que serviran de sustento posteriormente para trabajar conla nocion
de U'Hopital, por ejemplo.

Esta situacién se cumple para todas y cada una de las funciones
lineales: la razén de cambio es constante. En particular, para que
se reconozca como una funcién de proporcionalidad directa, debe
ocurrir que la ordenada al origen valga cero para garantizar que la
relacion entre las magnitudes, en cuanto a su razdn, se mantenga
constante porque si esto no fuera asi, no existiria dicha razén.
Veamoslo algebraicamente:

y=mx+b
y—b=mx
y—>b
=m
x

Se puede observar que la razén no podra permanecer constante,
pues el valor fijo de la ordenada al origen generara alteraciones en
la relacién entre x y y como razén constante.

Graficamente, también puede observarse que, tal como se dijo
parrafos atras, existe un modelo de pensamiento proporcional
llamado “modelo aditivo compuesto” que puede expresarse
de la siguiente manera: f(x+7y)=f(x)+ f(y)- En un analisis
epistemoldgico sobre la proporcionalidad nos encontramos que,
con base en los estudios realizados por Cauchy, se ha denominado
a dicha igualdad como un funcional de Cauchy. (Quien lo desee
profundizar sobre estos temas puede hacerlo en Roa, 2010). Este
funcional lo que asegura es que dicha propiedad construye la funcion
de proporcionalidad. Por lo cual, nosotros graficamente podemos
asegurar que unarectaque pasapor el origen es de proporcionalidad,
pues:
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/\y
floa+ )
f(x1)
72X
X+ X1 f(x4)
fCo+ x)

Figura 10. Modelo aditivo compuesto. Representacién grafica.

Sin embargo, si la recta no pasara por el origen, no se cumple la propiedad
f(x +y) = f(x) + f() por tanto queda descartada la posibilidad de
quelafunciony = mx + b,b # 0fueraunafuncidonde proporcionalidad
directa. Veamos los argumentos analitica y graficamente.

Analiticamente tenemos que:

Sif(x) =mx+ by f(y) =my+ b, entonces:
f(x+y)=mx+b+my+5>b
f(x+y)=m(x+y)+b+b

fx+y)=flx+y)+b

Por tanto, no cumple la propiedad para ser una funcion de
proporcionalidad directa.

Ahora bien, graficamente podemos observar que para una funcion
deltipoy =mx+b,b # 0, f(x +y) = f(x) + f(y), pues a simple vista
es evidente que la suma de las imagenes no es igual a la imagen de
la suma.
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fG+)

()

Figura 11. Argumentacion grafica:
para una funciondeltipo y =mx + b,b # 0, f(x +y) # f(x) + f(¥).

Por tanto, la presente actividad tiene la particularidad de que busca
producir un debate sobre la utilidad o aplicabilidad de la “receta”
trabajada con los estudiantes durante toda su educacion basica:

“Si es de proporcionalidad directa a medida que aumenta una
magnitud, la otra también aumenta de manera proporcional”.

Asimismo, se tiene una para la proporcionalidad inversa:

“A medida que aumenta una magnitud, la otra disminuye”.

Debemos aclarar que esto es valido, siempre y cuando la constante
de proporcionalidad sobre la cual se trabaje sea positiva, pues de
otro modo al ser negativa, ocurriria que esas afirmaciones no son
validas, como vimos con el ejemplo de la grafica de la recta y=—x.
;Por qué?

Actividad: Mr. Short— Mr. Tall

Veamos un nuevo ejemplo, que provoca otro tipo de conflicto.

El problema que presentaremos a continuacién nos permitira
analizar, de manera directa, una de las grandes dificultades que
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exhiben los estudiantes ante tareas que exigen de un razonamiento
proporcional. El ejemplo, es ampliamente conocido en la literatura
especializada. Dicho problema se denomina Mr. Short and Mr. Tall.

Cuestion 2: La altura de “sefior bajito” es 4 botones, mientras la altura de “sefior alto” es 6 botones.
Si usamos clips, la medida de “sefior bajito” es de 6 clips.;Cual sera la
altura de “sefior alto” medida con clips?

Este es i
“sefior 0
bajito” 0

Figura 12.Mr. Short and Mr. Tall (Khoury, 2002, citado en Rivas et al. 2012).

A partir de este problema, se reconoce que hay dos tipos de
estrategias de resolucion: en las que se trabaja con el nimero de botones
en la figura de menor tamafio comparada con el nimero de botones en
la mayor, o la que trabaja con el nUmero de botones para el nimero
de clips en una sola figura. La primera es llamada “entre” (between)
y corresponde alo que se ha denominado como el trabajo con magnitudes
extensivas, mientras que la segunda es llamada “dentro” (within) y
corresponde a las magnitudes intensivas. La mayoria de los estudiantes
optan por la estrategia denominada “entre” (Hart, 1988).

Intensive Quantities and the Present Research. From some
perspectives, intensive quantities appear to provide a
particularly attractive context for supporting rational number
and proportional reasoning. As noted, intensive quantities are
inherently proportional and relevant to both mathematics and
science. Being proportional, intensive quantities require rational
numbers for their linguistic representation.

Density, speed and temperature are typically represented as
rates, e.g. mass per unit volume, miles per hour, heat energy
per unit volume, and rates are widely conceptualized as a type
of ratio (Lamon, 2007; Thompson, 1994). In fact, all intensive
quantities can be represented using ratios, whilst a subset can
also be represented using fractions, decimals and percentages.
Specifically, the subset of intensive quantities that derives from
mixture permits all forms of rational number, i.e. the intensity of
a colour or the strength of a diluted chemical can be described
as three parts water to one part chromatic dye/chemical, 3/4
water, 0.75 water or 75% water. An implication is that no matter
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which form is used, reasoning with intensive quantities requires
understanding of rational number at two levels, first to represent
the quantities and second to recognize the ratios on which
proportional reasoning depends. Used appropriately, intensive
quantities could therefore provide a rich instructional context.
(Howe, Nunes and Bryant, p. 393)

Una de las posibles respuestas matematicamente incorrecta es:

6 clips 4 botones
+2 +2

x clips 6 botones

Figura 13. Error matematico de resolucion.

La argumentacion esgrimida para este tipo de respuestas se
fundamenta en la siguiente suposicion: que al sumar dos en una
de las magnitudes, se habra también que sumar lo mismo (misma
cantidad) en la otra. Esta estrategia si bien busca conservar “algo”,
no mantiene la proporcionalidad entre las magnitudes, lo cual es
evidente pues la razon entre botones y clips del “hombre bajo”
seria §=§ lo cual significa que por cada dos botonﬁes 3hay tres
clips; mientras que en la del “hombre alto” esto seria 5=, loque
significaria que por cada tres botones hay cuatro clips, generando
de este modo una contradiccion... ;Cual?? Por tanto, se recomienda
cuestionar cual es la relacion entre botones y clips para explorar la
relacién de proporcionalidad. Para ello, los dibujos resultan de gran
ayuda al menos en un primer acercamiento (tratamiento iconico —
cuantitativo).

3 Una posible respuesta seria la siguiente: pues antes se habia dicho que la relacién
era por cada dos botones habia tres clips.
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El problema plantea lo siguiente:

Figura 14. Representacion del problema.

Las estrategias pueden ser diversas y lo interesante del asunto
radica en escuchar la que brinden los propios estudiantes. Pueden
plantearse estrategias como agregar “la mitad de la cantidad de
botones” es decir, que se agregan so6lo dos botones, por lo cual,
habria que adicionar “la mitad de la cantidad de clips”, esto es, tres
clips.

Asimismo, pueden argumentar que por cada dos botones se tienen
tres clips, de lo cual, en el “hombre alto” al tener seis botones, se
necesitaran 3x3 clips. También podria directamente utilizar la
regla de tres simple, aunque en tal caso, sera indispensable que
se cuestione la relacion entre las magnitudes para no reducirse al
hallazgo de un valor, pues el enunciado propuesto busca producir
una reflexion, una discusion, un discurso compartido.

Otroproblemamatematicamentesimilaralanterior,enelcual pueden
hacerse cuestionamientos de la misma indole, es ampliamente
conocido como “Rompecabezas”, en donde la proporcionalidad
aparecera vinculada a la nocién de semejanza.
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Veamos la siguiente actividad:

Actividad: El rompecabezas

3 7

¢Puedes realizar un rompecabezas como éste, s6lo que mas
pequeno? Pero no cualquiera, debe cumplir con que el lado que
ahora mide 5, en el nuevo rompecabezas mida 4. De este modo,
el nuevo rompecabezas serd mas pequefio. La actividad puede
incluso plantearse con papel para recortar como etapa inicial de
exploracion.

Algunasindicaciones son necesarias: deben considerar las siguientes
reglas:
Debe conservarse la forma cuadrada del rompecabezas.
- El segmento que ahora mide 5, medira en el nuevo 4.
- Piensen, ensayen y acuerden en equipo de trabajo. El tema es
discutir cuales seranlas medidas que tendra el rompecabezas.

- Cada pieza del rompecabezas tiene una letra a fin de
identificarla, deberan anotar en una hoja las medidas que
como equipo consideren tendra cada una de las piezas.

- Las medidas de las piezas del rompecabezas deben ser las
escritas en su hoja.

Ahoraunnuevo reto sera construirunrompecabezas conlascaracteristicas
sefaladas: que la medida de 5 en el original cambie a 8. Trabajando
de la misma manera, primero tendran que anotar en su hoja las
medidas que tendra el nuevo rompecabezas.
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Actividad: ;Por qué?
Otro tipo de actividades recurrentes en la clase de matematicas es
completar tabla de valores.

Un automdvil viaja a velocidad constante, algunas distancias y tiempos del recorrido
se muestran en la tabla. Completa los datos que hacen falta en ella.

| Tiempo(h) | 1.5 | 3 | 5 | |
| Distancia (km)] ] 240 ] ] 720 |

;Cudl es la constante de proporcionalidad? ;Por qué?

;Qué estrategias usaste para responder y justificar?

Figura 15. Actividad ;Por qué?

Esta actividad tiene como finalidad discutir las estrategias
utilizadas por sus estudiantes, para encontrar la constante de
proporcionalidad. Como estrategia surge la reduccion a la unidad a
través de la regla de tres simple. Pocas veces surge que 240 entre 3
nos da el valor de la constante, lo cual se haria de manera directa
considerando que “la velocidad es constante”, pues este es justo el
dato que asegura que se trata de una situacion de proporcionalidad
directa. Para completar la tabla trabajan el cuarto valor faltante, la
igualdad de razones y el producto cruzado.

Completar la tabla

Tiempo (h) 1.5 2
Distancia (km) 150 5 600

Figura 16. Interpretacién de tabla de valores sin especificacion.

Inmediatamente posterior a esto, se les coloca una tabla con valores
cualesquiera so6lo dando los valores de un par ordenado. Entonces,
se les pedira completar la tabla. El objetivo de esta situacion es
confrontarlos con lo que habitualmente aparece como modelo de
la proporcionalidad: “toda tabla es de proporcionalidad”. En realidad,
en esta propuesta podria completarse de cualquier manera la tabla,
ya que en ningdn momento se enuncia que las magnitudes sean
directamente proporcionales.

Esta actividad pretende colocar la esencia de la proporcionalidad
como la relacion que se mantiene constante entre las magnitudes,
por encima de su representacion en la tabla: no toda tabla de valores
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es de proporcionalidad directa, pues en el caso anterior se tenia la
consigna de que iba a “velocidad constante”; sin embargo, en ésta,
no se enuncia ese hecho.

e) Cada una de las tablas siguientes tienen dos columnas, la promera, la de la izquierda,
la llamamos x y la segunda es el resultado de “ciertas operaciones” aplicadas a los
valores que le corresponden a x y que debes descubrir.

X X X X
22 7 35 | -25 25 | 65 4 | 2
15 | 5.25 2 1 05 | -13 26 | -13
12 |42 05 | 15 2 52 12 | 06
3 |-103 4 5 35 | 9.1 6.4 | 3.2

i. ;Cudles de las expresiones algébraicas de la columna de la derecha corresponde a una
relacién de proporcionalidad derecta? ;Por que? Comenta con tus colegas caales son
las estrategias que usaron para justificar la proporcionalidad.

ii. §Qué particularidad tienen las expreciones algebraicas que expresan relaciones
proporcionales?

Figura 17. Actividad ;Por qué? Tablas numéricas.

El objetivo de esta actividad es observar cuales son las estrategias
que siguen a fin de argumentar que las tablas de valores que
se muestran representan una relacion de proporcionalidad con
numeros distintos a los naturales tanto en dominio como imagen
(distinto a lo planteado en el inciso anterior.) Las estrategias mas
utilizadas son la basqueda de la expresién algebraica (reflejado en
un modelo de pensamiento multiplicativo), por lo cual, este hecho
nos permite conjeturar que el tipo de pensamiento intra esta
subordinado en sus esquemas conceptuales ya que de poseerlo,
éste seria mucho mas eficaz como medio para probar que la razén entre
los pares de ambas variables se mantiene constante. Por ejemplo, la primera
delas tablas corresponde a una relacion de proporcionalidad directa,
pues larazén entre los pares de magnitudes se mantiene constante:
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Tabla 1. Resolucién tabla numérica.

N y = —3.5x Relaciér! de .
proporcionalidad
-2 7 7+—-2=-35
-15 5.25 525+ —-15=-35
1.2 —4.2 —42+12=-35
3 —-10.5 —-10.5+3=-35

En el siguiente caso se observa que si buscamos la razén entre
los pares de magnitudes, ésta no es constante, por lo tanto, debe
encontrarse otro tipo de relacion entre las magnitudes, de donde se
obtiene que es una relacion lineal del tipo y = mx + b.

Tabla 2. Resolucién tabla numérica.

N y=x+1 Relaciéq de
proporcionalidad
—35 —2.5 —2.5+—3.5=0.715
-2 -1 -1+-2=-05
0.5 1.5 —1.5+0.5=3

4 5 5+4=1.25
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) Explica los siguientes algoritmos:

En una fabrica se consumen 16 toneladas de parafina cada dos meses para la elaboracién de velas.
;Cuantas toneladas se consumen al afo?

2 meses__<————16 toneladas

_ 12 meses x 16 toneladas

= 96 toneladas
2 meses

12 meses X

En una empresa trabajan con 15 maquinas, las cuales en 4 dias realizan una produccién de 1500
chalecos. Si mandamos a reparar 5 maquinas, jcuantos dias terdaran en realizar la misma
produccion?

< 15 maquinas_ ¢———— 4 dias

10 maquinas x=—4dias x 15 mdquinas =g Djas
—_— 10 maquinas

Figura 18. Actividad ;Por qué? Justificacion de algoritmos.

Como se hizo explicito en actividades anteriores, la “regla de
tres simple” puede surgir como una estrategia para resolverlas;
sin embargo, en esta actividad se da la resolucion y se pide que
argumenten su propia estrategia. Es decir, con este hecho estamos
problematizando ante sus alumnos el algoritmo utilizado en clase,
buscando la esencia, aquello que le subyace. Un argumento posible
radica en la igualdad de razones y el “producto cruzado”.

Actividad: Comparando sucesos de la vida cotidiana

La presente actividad, si bien es extraida dellibro de Cabafas, Cantoral,
Farfan y Ferrari (2013) para secundaria, es una actividad que logra
sintetizar cual es el trabajo con la proporcionalidad tanto directa como
inversa y la funcion lineal. Veamos paso a paso las reflexiones.

Compararemos los siguientes sucesos de la vida cotidiana: la distancia
gue recorre un auto en un tiempo dado, el costo de un viaje en bus y cémo
va acortandose una vela encendida.

a. Un vehiculo se desplaza a velocidad constante.

i. Completala tabla e indica si este suceso representa una relacién
de proporcionalidad. Si tu respuesta es si, jes una relacion de
proporcionalidad directa o inversa? En grupo justifiquen sus
respuestas.

Velocidad (km/h)
Tiempo (h) 2 2.5 3 4.25
Distancia (km) 270 337.5 360
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ii. ¢Cudl es la velocidad a la que se desplaza el vehiculo?

iii. Formen grupos de tres companeros y comenten las distintas
estrategias paraencontrarlavelocidad. Justifiquen susrespuestas.

iv. Si consideramos que y es la cantidad de kilbmetros recorridos,
y que x es la cantidad de horas empleadas, ;como se relacionan
estas cantidades con la velocidad?

v. ;Por qué se puede asegurar que la velocidad es constante?
(Puedes encontrar una relacién entre ésta y la constante de
proporcionalidad? Comenta con tus compaferos y argumenten
sus respuestas.

Enestasituacionse pretendetrabajar conlaideade proporcionalidad
directa.Dadoquepreviamentefuediscutidasobrebasedeespecificar
que la tabla representa o no una relacion de proporcionalidad.
Se discutira sobre el tipo de enunciado, en el cual, se aclara que el
vehiculo se desplaza a una velocidad constante (como en el primero
de los casos), por lo cual, la discusion deberia trabajarse respecto al
significado de velocidad como algo cotidiano y a la idea de “situacion
ideal”, pues se debe generar laidea de ser un tanto criticos en el aula
y pensar que si realmente éste fuera un auto, no cabria ental caso la
posibilidad de que durante 4 horas el auto no cambiara su velocidad.

Como podra observarse, luego de completar la tabla, las preguntas
versan sobre “la relacion” y no sobre “las cantidades”. La respuesta
que se espera, mas alla de que la relacion sea que ambos aumentan,
es que su razon se mantiene constante % = k.

Asi, la Ultima pregunta pretende analizar la situacion en su conjunto:
la constante de proporcionalidad y el significado que se le da dentro
del problema.

b. Una empresa que renta un autobus con una capacidad para
30 personas, brinda una lista de precios, ;cudl es el costo del
microbus?

i. Completa la tabla e indica si este suceso representa una relacion
de proporcionalidad. Si tu respuesta es si, jes una relacion de
proporcionalidad directa o inversa? En grupo justifiquen sus
respuestas.

Cantidad total del
precio de la renta de
autobus

Cantidad de

. 8 12 16 28 30
pasajeros

Cantidad de precio $400.00

por pasajero $250.00 $200.00 $142.85 $133.33
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ii. ;De cuanto dinero es la renta del autobus? Justica tu respuesta.

iii. Formen grupos de tres compafieros y comenten las distintas
estrategias para encontrar la cantidad de dinero que es la renta.
Justifiquen sus respuestas.

iv. ;Quérelacion existe entre la cantidad pasajeros y la cantidad del

precio de larenta del autobus? Sillamamos y ala cantidad de pasajeros,
y x a la cantidad de precio por pasajero, ;como se relacionan estas
variables con la cantidad del precio de la renta del autobus?

En esta situacion se pretende trabajar sobre la idea de
proporcionalidad inversa y las preguntas tienen los mismos
objetivos que la anterior, haciendo la diferencia que en este caso,
el producto entre los pares de valores de las magnitudes se
mantiene constante yx = k.

c. Una vela se consume a medida que transcurre el tiempo.

i. Completa la tabla e indica si este suceso representa una relacion
de proporcionalidad. Si tu respuesta es si, jes una relacion de
proporcionalidad directa o inversa? En grupo justifiquen sus
respuestas.

Relacion

Tiempo (min) 5 10 15 45 60 75 90 120

Long. de la vela
(cm)

ii. ;Cuanto disminuye la longitud o largo de la vela cada vez que
aumenta 5 minutos?

iii. ;Qué relacion existe entre la cantidad de minutos y la longitud
de la vela? Comenta con tus compaferos y argumenten sus
respuestas.

Si bien las primeras dos situaciones tratan sobre proporcionalidad
directa e inversa de una manera “evidente”, en esta otra situacion se
pone en conflicto de la siguiente manera:

Sisuponemos que es de proporcionalidad inversa porque una
magnitud aumenta y la otra disminuye (lo que al comienzo
eralaargumentacion masrelevante), por el trabajo realizado
durante las interacciones sabemos que en una relacion de
proporcionalidad inversa se cumple que y - x = k, por lo cual,
el producto de las magnitudes de cada par ordenado debe
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dar constante. Al probarlo, se genera una contradiccion,
pues se comprueba que “no dan” constantes, por lo cual se
descarta el hecho de que se trate de una proporcionalidad
inversa. También podria hacerse una grafica y verificar que
esta no es una hipérbola, por lo cual no podria considerarse
como una relacion de proporcionalidad inversa (esto es lo
que genera suponer la siguiente).

- Si al graficarla en el plano cartesiano, observamos que se
trata de una recta, se podria suponer que es una relacion
de proporcionalidad directa, entonces, deberia cumplir con

la relacion o k, pero al buscar dichas razones, se observa

que no es de proporcionalidad directa, pues sus razones no
se mantienen constantes. Pero al ser su grafica una recta,
tampoco puede ser de proporcionalidad inversa.

Es hasta aqui en donde las caracteristicas de la proporcionalidad
estan por encima del tipo de pensamiento cualitativo y se ponen
en juego los fundamentos de la proporcionalidad directa e inversa:

- Proporcionalidad directa: larazon entre los pares de valores
de las magnitudes se mantiene constante Yk

. . . X
- Proporcionalidad inversa: el producto entre los pares de
valores de las magnitudes se mantiene constante y - x = k.

Por Ultimo, se habra de colocar en conflicto las afirmaciones comunes
que se realizan respecto a la proporcionalidad y sus caracteristicas:

d. Buscando diferencias y similitudes entre los tres sucesos

Teniendo en cuenta lo que has resuelto hasta ahora, contesta
verdadero o falso segln corresponda y justifica cada una de tus
respuestas.

i. Todos los sucesos que representen una relacion de
proporcionalidad inversa tienen la particularidad de que cuando
una magnitud aumente, la otra disminuye (o viceversa). FALSO

ii. Siempre que en un suceso una magnitud aumente y la otra
disminuya (o viceversa), es una relacién de proporcionalidad
inversa. FALSO

iii. Para encontrar la constante de proporcionalidad de unarelacion
inversamente proporcional debemos buscar el cociente entre un
par de magnitudes. FALSO. La proporcionalidad inversa refiere al
producto entre los pares de magnitudes.
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iv. Para encontrar la constante de proporcionalidad de unarelacion
directamente proporcional debemos buscar el producto entre un
par de magnitudes. FALSO. La proporcionalidad directa refiere a la
razén entre los pares de magnitudes.

El pensamiento cualitativo correspondiente a la proporcionalidad
directa “a mas-mas”, o a la proporcionalidad inversa como “a mas-menos”,
como dijimos parrafos atras, sélo puede usarse para constantes
positivas.

- . : . : k
En la funcion de proporcionalidad inversa, del tipo y = o
y

Figura 19. Graficas posibles de una funcién de proporcionalidad inversa.

En este caso, aunque sea una relacioén de proporcionalidad inversa,
en el caso de k < 0, a medida que aumenta x también aumenta y.

En la funcién de proporcionalidad directa del tipo y = kx:

y y

Figura 20. Graficas posibles de una funcién de proporcionalidad directa.
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En este caso, cuando k < 0, se cumple que “a medida que aumenta
x, disminuye y”, y sin embargo, sigue siendo una relacién de
proporcionalidad directa.

Actividad: Estimacion de personas en una manifestacion *

Figura 21. Imagen de una manifestacion para estimar la cantidad de personas.

Usualmente, los periodistas estiman el nimero de personas que
participan en manifestaciones y desfiles. Veamos un ejemplo: se
informo6 una manifestacion politica en un programa de television.
El periodista se uni6 a la multitud y dijo: “La plaza esta llena de
manifestantes. Al menos 200,000 personas estan aqui y también
en las calles cercanas.” Al mismo tiempo, otro periodista, en una
estacion de radio, reveld: “La policia anuncié que 100,000 personas
participan de la manifestaciony que se mantiene el orden. Responda
las siguientes preguntas:

a. ;Por qué, siambos periodistas estaban en el mismo lugar,
relatando el mismo acontecimiento, hubo una diferencia
significativa en relaciéon a la estimacion del ndimero de
personas presentes en la manifestacion?
- b.Ensuopinién, ;cémo hicieronlos periodistaslas estimaciones
sobre el nUmero de personas presentes en la manifestacion?
- c. Proponga un método con que los periodistas obtuvieran

una mejor estimacion del nimero de personas presentes en
la manifestacion.

4 Actividad retomada de (Ben-Chaim, llany y Keret, 2008). Traduccion libre de la
propuesta original. En esta propuesta se podran encontrar diversos problemas que
contemplan la cotidianeidad de los alumnos.
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Los colegas israelitas BenChaim, llany y Keret (2007,2008) realizan
una propuesta novedosa de actividades investigativas auténticas
en donde retoman situaciones de la cotidianeidad de los individuos
y ponen en juego la nociéon de proporcionalidad, tanto directa como
inversa. Como puede observarse, en esta situacion no se pretende
que los estudiantes pongan en juego algoritmos sino estimaciones
a partir de la comparacion.












4. ALGUNAS SUGERENCIAS...
;USTED QUE HARIA?

Como dijimos al comienzo de este libro, la mirada de la
Socioepistemologia pretende cuestionar al propio saber matematico
para que, desde alli, los docentes puedan transformar su realidad
aulica.
Comosepodraobservar,elfocodediscusionestuvoenelpropiosaber
matematico. De alli, la hipétesis de partida sefala que para lograr
una profunda mejora en la practica docente derivada de programas
institucionales de formacion no basta con propiciar reflexiones al
nivel didactico-pedagégico, sino que debe incorporarse de manera
germinal, profunda, una problematizacion del saber matematico
escolar. Esto sera realmente posible al incorporar en dichos programas
a los docentes en un proceso que pone en discusion la naturaleza
del saber matematico con el cual trabajan a diario. Que cuestionen
y analicen los fundamentos y procesos matematicos de donde
se derivan los algoritmos, reconozcan los diversos desarrollos
del pensamiento que subyacen a su construccion, es decir, las
distintas formas de argumentacion, y privilegien la vida misma del
que aprende favoreciendo la aparicion de diversas racionalidades
contextualizadas vy, asi, el saber adquiera un estatus funcional.

Es por esto que para dar cierre a este texto, presentamos un
cuadro en donde se observan las caracteristicas identificadas en la
investigacion respecto al discurso Matematico Escolar actual; los
principios de la Socioepistemologia y la propuesta para un nuevo
discurso Matematico Escolar que se sustente en los principios de la
Socioepistemologia.
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Tabla 3: Cuadro de relacién discurso matematico escolar actual. Principios de la
Socioepistemologia y nueva propuesta (Reyes-Gasperini, 2011, p. 65).

Discurso Matematico
Escolar actual (Soto, 2010)

CARACTER UTILITARIO

La organizacién de la mate-
matica escolar ha ante-
puesto la utilidad del cono-
cimiento a cualquiera de sus
restantes cualidades. Se bus-
ca que el conocimiento ten-
ga un caracter funcional, en
el sentido que logre integrar
tal conocimiento a la vida
para transformarla.

ATOMIZACION EN LOS
CONCEPTOS

No considera los aspectos
sociales, contextuales y cul-
turales que permiten la cons
constitucion del conocimien-
to.

CARACTER HEGEMONICO

Supremacia de argumenta-
ciones y significados frente a
otras.

Conocimiento
continuo.

acabado vy

Lo que ha generado que la
ensefianza de la mate-
matica sea reducida a la
mecanizacién de procesos o
memorizacién de los concep-
tos.

FALTA ARCOS DE
REFERENCIA PARA LA
RESIGNIFICACION

Se ha soslayado el hecho de
que la matematica responde
a otras practicas de referen-
cia y por tanto es ahi donde
encuentra una base de signi-
ficados naturales.

Principios de la
Socioepistemologia
(Cantoral, 2011,2013)
NOI}MATIVA DELA
PRACTICA SOCIAL

La normativa de las activida-
dades v las practicas.

RACIONALIDAD
CONTEXTUALIZADA

La relacion al saber es una
funcién contextual.

RELATIVISMO
EPISTEMOLOGICO

La validez del saber es rela-
tiva al individuo y al grupo
cultural.

RESIGNIFICACION
PROGRESIVA

La significacion no es esta-
tica, es funcional, relativa y
contextual.

Propuesta de discurso
Matematico Escolar

CARACTER FUNCIONAL

La matematica escolar se
organiza con base en el
saber y el funcionamiento
cognitivo, didactico, episte-
moldgico y social en la vida
de los seres humanos, reco-
nocimiento a las practicas
sociales en la base, de la
creacién del conocimiento.

RACIONALIDADES
CONCEPTUALES
DIVERSAS

Se reconocen, privilegian y
potencian diversos tipos de
racionalidad relativos a la
realidad en la que el indivi-
duo se encuentre en un
momento y lugar; desde el
cual se construird conoci-
miento.

VALIDACION DE SABERES
(CONOCIMIENTOS
CONSTRUIDOS)

La matematica escolar tiene
diversas maneras de verse,
trabajarse, construirse y de-
sarrollarse, concibiendo que
la validez del saber es rela-
tiva al individuo y al grupo
cultural en la cual éste ha
emergido y respecto a la ra-
cionalidad contextualizada
que éste posea.

PLURALIDAD DE
PRACTICAS DE
REFERENCIA PARA LA
RESIGNIFICACION

La pluralidad de practicas de
referencia, su interaccion
con diversos contextos y la
propia evolucién de la vida
del individuo o grupo resig-
nificaran los saberes hasta el
momento construidos, enri-
queciendolos de nuevos sig-
nificados.
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El cuadro pretende brindar una posible guia de reflexion para
las tematicas que los docentes deseen cuestionarse y atreverse
a redisefar. Pues ya se ha comenzado a evidenciar que seran
los docentes los grandes protagonistas de la transformacion
matematica escolar.

Habiendo reflexionado durante este apartado sobre Ila
problematizacion del saber, ejemplificada desde la proporcionalidad,
no nos queda mas que “pasar la pelota” y preguntarle... ;Usted que
haria? Ese accionar serd interesante e importante, pues es el la
consolidacion en los actos que se espera que estas lineas se vean
reflejadas.












Semblanza
Profa. Daniela Reyes-Gasperini,
Candidata a doctora

La maestra Daniela Reyes-Gasperini naci6 en la ciudad de Buenos
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aula actual como desafio para el profesor de matemadtica.
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e internacionales, citemos los siguientes: Reunion Latinoamericana
de Matematica Educativa (Brasil, Cuba, Argentina y Guatemala);
Il Congreso Internacional y VIII Nacional de Investigacion en
Educacion, Pedagogia y Formacion Docente (Colombia); Il Congreso
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publicado por McGraw Hill Ediciones. Profesionalizacién docente
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de libro: Empoderamiento docente: La prdctica docente mas alla
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sobre el Conocimiento profesional y Desarrollo profesional del
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colaboradora académica en la elaboracion de los libros de texto
de Matematicas I, Il y I, serie de Desarrollo del Pensamiento
Matematico, México: McGraw Hill.

Es la responsable de la coordinacion técnica de la Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemadtica Educativa—Relime,
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